7.4.6 Polohové ulohy v prostoru |

Piedpoklady: 7405

Pedagogicka poznamka: Polohové ulohy jsou sice rozepsany do dvou hodin, ale pokud

chcete, aby pfevdznou Cast piiklady spocitala vétsi cast tiidy, budete potfebovat
hodiny tfi.

Pr.1: Jakd maze byt v prostoru vzdjemnda poloha piimky a roviny? Jakym zptisobem
uréime vzdjemnou polohu parametricky zadané piimky a roviny dané obecnou
rovnici? Nakresli diagram, ktery zachyti postup pfi urovani vzdjemné polohy roviny
a piimky.

Tfi moZnosti vzdjemné polohy:

. » piimka je s rovinou riznob&Znd (jeji smerovy vektor neni kolmy na normélovy vektor
: roviny),

- pifmka je s rovinou rovnob&znd (jeji smérovy vektor je kolmy na normalovy vektor
! roviny, ale pfimka nema s rovinou zadny spolecny bod),

e piimka leZi v rovinég (jeji smérovy vektor je kolmy na normélovy vektor roviny, a

' vSechny body pfimky leZi v rovin¢).

Jak postupovat? Dvé mozZnosti:

" a) podle vektorii

Miéme pifimku p(A;u) arovinu p(B;n) .

’ Plat{ n-u=0?

ANO NE
Lezi bod A v roving? Ptimka je s rovinou
riznobézna.
ANO NE
. Pfimka Piimka je s rovinou
i lezi v roving. rovnob&zZna.

' b) podle poctu spole¢nych bodu

Méme piimku p(A;u) arovinu ,o(B;n) .

: Kolik mé ptimka p s rovinou
spolecnych boda?

, 0 1 nekone¢né mnoho
. Pfimka je s rovinou Pfimka je s rovinou Pfimka
rovnobéZna. riznobezna. leZi v roviné.

Pedagogicka poznamka: Stejné jako ve vSech podobnych ptikladech snazte se studenty
dotlacit k tomu, aby si situace modelovali pomoci lavice, sesitti a tuzek.



Mechanicky uvazujici studenti maji tendenci okopirovat postup pro vzdjemnou
polohu dvou piimek a rozhodovat se podle toho, zda jsou vektory u,n

rovnobézné.

Ur¢i vzajemnou polohu piimky p ={[1 +1,2-3t;2+ 2t] , 11 R} a roviny
‘ p:3x—y=3z+2=0. Pokud je piimka s rovinou riiznob&?n4, najdi jejich priise&ik.

. 'V piipadg, Ze je piimka je s rovinou riiznobéZnd, mame nalézt prise¢ik = uréime spole¢nou
- polohu vypodtem spoleénych bodi.

. x=1+¢
Rovnice ptimky: y =2-3¢ , rovnice roviny: 3x—y—3z+2=0.
z2=2+2t,tUR

Dosadime z rovnice piimky do rovnice roviny: 3 [ﬂl + t) - (2 - 3t) -3 [ﬂ2 + 2t) +2=0
3431-2431-6-6r+2=0
' =3=0 = pifimka p nemd s rovinou p Zadny spole¢ny bod = piimka p je s rovinou P

i rovnob€Zna.

Dodatek: Piiklad mzeme feSit i pomoci prvniho schématu:
u,= (1; —3;2) n,= (3;—1; —3)
Vypocteme skaldrni soucin:
u, i, =(1;-3;2)[{3;-1;-3) =13 -30{~1) +2[{-3) =0 = piimka p je s rovinou
L rovnobéznd nebo v ni lezi.
Zjistime, zda v roviné lezi bod A[l; 2; 2] z parametrického vyjadieni ptimky p:
30-2-3[2+2=3#0 = bod A vroviné¢ p nelezi = piimka p je s rovinou P
rovnobeézna.

Dodatek: O poctu prisecikl pfimky roviny rozhoduje pfi dosazeni
3 [ﬂl + t) - (2 - 3t) -3 EQZ + 2t) +2 =0 pocet ¢, které ziistanou po rozndsobeni a
seCteni levé strany (pokud vyjde na levé strané Ot prusecik neexistuje nebo jich je
nekonecné mnoho. Tento soucet vznikd ndsobenim sloZek normalového vektoru
roviny v obecné rovnici (v naSem piipadé koeficienty 3, -1, -3) se soufadnicemi
smeérového vektoru pfimky (v naSem pripadé koeficienty 1, -3, 2). I v tomto
pripadé tak vlastn€ po¢itime skaldrni soucin vektora u, (&,

H Pr.3: Najdi rovinu o, kterd je rovnobézna s rovinou p:2x—y+z+2=0 alezi v ni jedna
z ptimek p ={[3t;—1—2t;2—t],tDR} , q ={[3—s;3;2+25],sDR} .

' Rovina 0 je rovnob&Znd s rovinou p = jako normélové miZeme u obou pouZit stejné

- vektory.
. Pokud ma piimka p nebo ¢ lezet v roviné ¢, musi byt rovnob&zna s rovinou p = zjistime

pres skaldrni soucin.
Cu, =(3-2;-1) u, =(-1,0;2) n,=(2-11)



o u, [, =(3;-2-1)[{2;-1;1) =32 ~2[{~1)-10=7 = piimka p nenf rovnob&’n4

s rovinou Q.

o w, [, =(-1,0;2)[{2;-1;1) =(-1)2+0[{~1)+20=0 = pfimka ¢ rovnob&zna

: s rovinou Q.

— HIedéme rovinu ¢ rovnob&Znou s rovinou P, ve které lezi pfimka g, = rovina 0 musi
. obsahovat libovolny bod piimKky g.

n,=n, =(2;—1;1) rovnice 2x—y+z+d =0

Dosadime bod B[3; 3; 2] z parametrického vyjadieni ptimky g: 2(3-3+2+d =0=>d =-5.

' Rovina 0 md obecnou rovnici 2x—y+z-5=0.

Pedagogicka poznamka: Piekvapilo mé, Ze studenti nem¢li ani tak problém s tim, Ze musi
nejdiive ovéfit, zda je n€kterd z piimek rovnobézna s rovinou p, jako s tim, aby
pak sestavili danou rovinu. Automaticky se totiz snazili upotiebit smérovy vektor
piimky g. M¢€li podvédomy pocit, Ze kdyZ uz ji vybrali, mé€li by z ni zuzitkovat
vice nez jen jeden bod.

Pr.4: Urci vzdjemnou polohu piimky AB, A[O; 0;4] , B [—2; 2; 0] a roviny

pP:x+2y-z+1=0.Pokud je pfimka s rovinou riznobézn4, najdi jejich prisecik.

- Nejdifve najdeme parametrické vyjadieni piimky AB:

 B-A=(-22-4) = u, =(-1;2) = AB:{[r-n4+2].rOR}.

Zjistujeme rovnobéznost piimky AB a roviny p0:

U, =(1;—1;2) np:(l;Z;—l)

Cwy, [, =(5-152)[12;-1) =10-12+2{-1)=-3 = pifmka AB je s rovinou p

- rliiznob&zn4.

Hledame prusecik, vyhovuje rovnicim piimky i roviny = soustava Ctyf rovnic o Ctyfech
x+2y—-z+1=0

' P xX=t

' nezndmych:

' y = _t

! z=4+2

' Dosadime z druhg, tfetf a &tvrté rovnice do prvnf: x+2y—z+1=1+2(~1)=(4+21)+1=0.
C=31-3=0

r=-1
! x=t=-1

Vypocteme soutadnice priseciku: y =—¢ = —(—1) =1
| z=4+2t=4+2(-1)=2
- Pfimka AB se protne s rovinou p v bodé P[—l;l; 2] )



| PE.5: Najdi kolmy primét pifmky AB z predchoziho prikladu do roviny p z predchoziho
‘ prikladu.

- Kolmy primét ptimky AB do roviny p = pfimka, kterd leZ{ v rovin¢ p = potiebujeme dva
- body:
'+ 1.bod - prisecik pifmky AB s rovinou p (bod P[-11;2])
e 2.bod - prusecik roviny p©'s pfimkou, kterd je k ni kolma a vede z libovolného bodu
ptimky AB.
. = Zvolime libovolny bod piimky AB, nejjednodussi A[0;0;4].
xX=t

Ptimka kolma k roviné p prochdzejici bodem A[O;O; 4] , 8, =n, = (1; 2; —1) Dy =2t

! z=4-t
' Priise¢ik kolmice s rovinou: x+2y-z+1=1+2(2t)-(4-1)+1=0.
61=3 = 1=
| 2
1

X=t=—
’ 2 1.7
' Dopocitame druhy prasecik Q: y=2t=1 = Q[E;I;E]

z:4—t:Z
! 2
i o 3 3
' Rovnice ptimky PQ: Q—-P = 5;0;5 = Up, =(1;0;1), P[—1;1;2].
: x=-1+¢
' Rovnice kolmého praméru piimky AB do roviny po = piimky PQ: y =1

z=2+t,t0R

P¥. 6: Urci vzdjemnou polohu piimky p ={ [1 +1;,2-26;3+ 3t] .t R} a roviny
,0={[1—s+2r;2+25;3—r],s,rDR}.

' Rovina je ddna parametricky = nemame normdlovy vektor. Bez né&j by bylo rozhodovéni
- komplikované = spocitame si ho vektorovym soucinem.

u, =(-1,2;0)-1;2
v, =(2:0,-1)2;0
Skalarni souéin n,= (2;1;4) au,= (1; —2;3):
n, T, =(2:14){1;-2;3) =20+1[{-2) +4 3 =12

. = piimka p je s rovinou p riznobézna.

= u,xv,=(-2-0,0-1,0-4)=(-2-1,-4) = n,=(2;1;4)

///////

zbyte¢né zdrzuji, protoZe v zadani takovy pozadavek neni a pro urCeni vzdjemné
polohy prisecik nepotiebujeme.



Pr.7: Urc¢i hodnoty parametrt a, b tak, aby ptimka p ={ [1 —t;a—-2t;2+ 2t] .t R} lezela

vroving p:2x+by—z+4=0.

- Piimka p leZi v roving¢ p:
» piimka p je s rovinou p© rovnobéZznd = smérovy vektor ptimky u = (—1; —2;2) je
kolmy na normélovy vektor roviny n = (2;b; —1) :
ulh =(~1;-2;2)(2:6;-1)=—2-2b-2=0 = b=-2
* libovolny bod piimky p leZi v rovin€ p = dosadime bod A[l;a;2] do rovnice roviny
. p:20-204-2+4=0 = a=2.
' Zadéni dlohy spliuje piimka p ={[1-1:2-2,2+21],tOR} arovina p:2x-2y-z+4=0.

Pr.8: Urci spolecné body roviny p:2x—y+z+1=0 a pfimky
P :{[1 +1;1+41,-2+ 2t] , 1 R} . Z poctu nalezenych bodi urci vzdjemnou polohu.

2x—y+z+1=0
| . . "y . x=1+t
i Hleddme spole¢né body = feSime soustavu rovnic:
! y=1+4¢
7=-2+2¢

Dosadime do prvni rovnice: 2(1 + t) - (1 + 4t) + (—2 + 2t) +1=0
C2+2t—1-4t-2+2t+1=0

- 0=0 = Rovina p md s pfimkou p nekone¢né mnoho spole¢nych bodii = piimka p lezZi
v roving Q0.

Pr.9: Petikova:
strana 117/cviceni 33
strana 117/cvi¢eni 35
strana 117/cviceni 36 a) c)

Shrnuti: Vzdjemnou polohu piimky a roviny ur¢ime pomoci smérového vektoru piimky a
normdlového vektoru roviny (skaldrnim soucinem).



